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две взаимодействующие подковы Смейла, а неустойчивые многообразия седел )0,( 1x  

и )0,( 1x  имеют грубые пересечения по гомоклиническим и гетероклиническим ор-
битам. 

3) На интервале ),( HG aa  отображение F  имеет бесчисленное множество 
бифуркаций периодических орбит и гомоклинических траекторий. 
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КЛАСТЕРНАЯ СИНХРОНИЗАЦИЯ В СИСТЕМЕ  
ИНЕРЦИОННО СВЯЗАННЫХ АВТОГЕНЕРАТОРОВ 

В работе исследуются различные синхронные режимы, наблюдающиеся в системе инерци-
онно связанных осцилляторов. Показано, что в рассматриваемом ансамбле элементов возможно 
установление полной, а также различных типов противофазной и кластерной синхронизации. 
Изучается влияние начальных условий и параметров системы на изменение характера поведе-
ния осцилляторов. 

Исследование особенностей динамики многоэлементных колебательных систем, в 
частности, изучение различных синхронных режимов, является актуальной задачей 
современной нелинейной динамики. Значительный интерес в таких системах вызы-
вают режимы полной и кластерной синхронизации. В отличие от полной синхрониза-
ции, при которой все элементы ансамбля совершают идентичные колебания [1,], при 
кластерной синхронизации наблюдается идентичное поведение лишь отдельных 
групп элементов (кластеров) [3,].  

В настоящей работе изучение режимов синхронного поведения проводится в рам-
ках системы нелинейно связанных осцилляторов вида: 
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  (1) 

где xi, y  R1, (xi, dxi/dt) = 2xi + F(xi, dxi/dt), F(xi, dxi/dt) = (xi
2 – 1)dxi/dt – xi

3 – не-
линейная функция, определяющая динамику i-го элемента, h – параметр диссипации, 
 – параметр связи. Исследование возможных притягивающих множеств и их бассей-
нов притяжения, наблюдающихся в системе (1) при n=2, было проведено в работах 
[5,6]. Было показано, что при n=2 могут наблюдаться различные синхронные режимы 
поведения: полная, противофазная и фазовая синхронизация.  

В данной работе исследуются особенности синхронного поведения при n>2. Изу-
чено влияние начальных условий на формирование различных типов синхронного 
поведения. В частности, показано, что при n>2 в системе (1) может наблюдаться ре-
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жим полной синхронизации осцилляторов, при котором xi=x, dxi/dt= dx/dt, i=1, 2,…, n. 
В этом случае система (1) принимает вид: 
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 (2) 

Обнаружено, что существует область параметров системы, где изменение началь-
ных условий не влияет на характер поведения системы и всегда устанавливается ре-
жим полной синхронизации осцилляторов.  

Кроме того, в системе (1) могут наблюдаться различные локально устойчивые 
режимы кластерной синхронизации, при которых полностью синхронизованы лишь 
любые p из n осцилляторов: xi1(t)= xi2(t)==… xip(t)= xi(t). На рис. 1 представлены при-
меры разбиения ансамбля из n=6 элементов на два кластера: (a), (b) кластеры 1 и 2-3-
4-5-6; (c), (d) 1-2 и 3-4-5-6; (e), (f) – два кластера, в каждом из которых по три элемен-
та: 1-2-3 и 4-5-6. Фазовые портреты в проекции (xi, xi+1), иллюстрирующие особенно-
сти поведения i-го и (i+1)-го элементов ансамбля, представлены на рисунке под каж-
дой соответствующей парой осцилляторов. Аттрактор в виде отрезка прямой xi=xi+1 
указывает на полную синхронизацию i-го и (i+1)-го элементов. Из представленных на 
Рис. 1 аттракторов видно, что кластеры по отношению друг к другу могут совершать 
различные колебания: противофазные [Рис. 1(e)], различные периодические [Рис.1(a), 
(b), (c), (f)], а также сложные непериодические колебания [Рис. 1(d)].  

 

 
Рис. 1. Примеры разбиения ансамбля из n=6 элементов на два кластера.  

Элементы одного кластера изображены на рисунке одним цветом.  
Внутри каждого из кластеров элементы полностью синхронизованы. 

При n=2s в системе (1) также могут устанавливаться различные режимы полной 
противофазной синхронизации: xi1(t)= …=xis(t)= – xj1(t)= …= – xjs(t), определяемые 
локально устойчивыми линейными интегральными многообразиями. В этом случае  
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и все n осцилляторов совершают «собственные» колебания по закону 

  .0,2  xxFxx    (4) 

На рис. 2(a)-(c) представлены примеры разбиения ансамбля на два противофазно 
синхронизованных кластера: (a) 1-2-5 и 3-4-6; (b) 1-3-5 и 2-4-6; (c) 1-2-3 и 4-5-6. В ка-
ждом из кластеров элементы полностью синхронизованы. При этом, всего для ан-
самбля, состоящего из n=6 осцилляторов, существует N=0.5С3

6=10 различных вариан-
тов разбиения на такие кластеры. В случае, когда число элементов в ансамбле нечет-
но, противофазная синхронизация не устанавливается. 
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Рис. 2. Примеры разбиения ансамбля из n=6 элементов на кластеры.  
(a)-(c) – примеры двух противофазно синхронизованных кластеров;  

(d)-(f) – примеры формирования трех кластеров. 

Проведенное в настоящей работе численное исследование поведения системы (1) 
позволило обнаружить и более сложные синхронные режимы. В частности, примеры 
разбиения ансамбля, состоящего из n=6 элементов, на три различных кластера пред-
ставлены на рис. 2(d), где кластеры 1-4, 2-6 и 3-5 относительно друг друга совершают 
сложные непериодические колебания и рис. 2(f), где кластеры 1-2, 3-4 и 5-6 соверша-
ют периодические колебания. В обоих случаях внутри кластеров элементы полностью 
синхронизованы. На рис. 2(e) показаны три различных пары противофазно синхрони-
зованных элементов: 1-6, 2-5 и 3-4. В этом случае выполняется условие (3) и все ос-
цилляторы совершают колебания по закону (4) с определенным сдвигом фаз. 
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