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ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЕДЕЛЬНЫХ ЦИКЛОВ  
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ НА ПЛОСКОСТИ 

В докладе рассматривается динамическая система, имеющая в правой части глад-
кие функции. Доказывается, что если кривая есть замкнутая кривая, охватывающая 
точку О(0;0), то система имеет предельный цикл. 

 
Проводится качественное исследование динамической системы вида 

    (1) 

где правые части системы  предполагаются гладкими  функциями,  1, 2 – неот-
рицательные параметры. Обозначим 

,   

и 

 
При  1 = 2 = 0 система (1) – это гамильтова система вида 



 
Секция II. Математическое моделирование конкретных динамических систем 
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(10) 

где H(x,y) = h = const – интеграл этой системы.  H(x,y) = h есть семейство замкну-
тых кривых, охватывающих единственное состояние равновесия в точке  О(0;0) типа 
центр (см. рис 1). 

 
Рис. 1 

Рассмотрим  градиентную систему 

     (2) 

Обозначим   ,   и  
Так как   то в точке  О(0;0) система имеет глобально устой-

чивое состояние равновесия типа узел (см. рис. 2). 
На интегральных кривых J системы (2) векторное поле ориентировано в соответ-

ствии с векторным произведением: 

 
 

 
Рис. 2 

Рассмотрим квадратичную форму  

 
и будем считать, что 
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,  то есть 
  )y,x(f 2

2
21

4
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 . 

Тогда квадратичная форма положительно определена. В этом случае векторное 
поле направлено в одну сторону и кривые системы (2) при этом являются кривыми 
без контакта для векторного поля (1). Это означает, что кривые системы (1) порожда-
ют одномерное точечное отображение любой кривой системы (2) в себя. 

Теорема 1. Если кривая  есть замкнутая кривая, охватываю-
щая точку , то система (1) имеет предельный цикл. 

Доказательство. Считаем, что  – внутренность кривой  
, а – внешность. Найдутся две замкнутые кри-

вые H = h1 и H = h2 образующие кольцо R, такое, что l  R , и 
(см. рис. 3). 

 

 
Рис. 3 

Производная функции  в силу системы (1) 

 (3)  

Тогда получаем, что . Следовательно, траектории 
системы (1) переводят кольцо R внутрь, и отображение интегральной кривой системы 
(2) в себя имеет неподвижную точку, соответствующую предельному циклу системы 
(1). Вне кольца R система циклов не имеет. Теорема доказана.  

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект 12-01-00694). 
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