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ДИКИЙ АТТРАКТОР В МОДЕЛИ СВЯЗАННЫХ ЧЕРЕЗ ПРАВЫЕ ЧАСТИ 

ОСЦИЛЛЯТОРА И РОТАТОРА 
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Аннотация. Рассматривается динамика четырёхмерной системы связанных ротатора и 

осциллятора, моделирующей динамическое поведение сверхпроводящего 

джозефсоновского контакта, взаимодействующего с линейным осциллятором. Строго 

доказывается выполнение необходимых условий существования дикого аттрактора, а 

именно, диссипативность системы при расширении объёма ведущего многообразия и 

существование гомоклинической бифуркации седло-фокуса.   

 

Рассматривается динамика четырёхмерной системы связанных ротатора и осциллятора 

 
�̈� + 𝜆�̇� + sin 𝜑 − 𝛾 = 𝜇(𝑥 + 𝑎�̇�),

�̈� + ℎ�̇� + 𝜔2𝑥 = 휀(𝛾 − sin 𝜑 − 𝑏�̇�),
    (1) 

 

где 𝜑 ∈ 𝕊1, 𝑥 ∈ ℝ1 – динамические переменные, a 𝜆, 𝛾, 𝜇, 𝑎, ℎ, 𝜔, 휀 и 𝑏 – положительные 

параметры. Система (1) моделирует динамическое поведение сверхпроводящего 

джозефсоновского контакта, взаимодействующего с резонатором [1-5]. Система (1) 

подобно маятниковому уравнению имеет два состояния равновесия 𝑒1(𝜑 = arcsin 𝛾 , �̇� =
0, 𝑥 = 0, �̇� = 0) и 𝑒2(𝜑 = 𝜋 − arcsin 𝛾 , �̇� = 0, 𝑥 = 0, �̇� = 0). 

В настоящем докладе строго доказываются четыре утверждения о системе (1):  

а) существует область параметров 𝐺1, для которой в фазовом пространстве системы 

существует притягивающая инвариантная область 𝐷, содержащая 𝑒1 и 𝑒2;  
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б) существует область параметров 𝐺2, для которой состояние равновесия 𝑒2 является 

седло-фокусом с одномерным неустойчивым многообразием 𝑊𝑢 и трёхмерным 

устойчивым многообразием 𝑊𝑠. Собственные значения 𝑝𝑢 и 𝑝𝑖
𝑠, 𝑖 = 1, 2, 3 подпространств 

𝐸𝑢 и 𝐸𝑠, касательных в точке 𝑒2 к 𝑊𝑢 и 𝑊𝑠 соответственно, удовлетворяют условиям: 

 

𝑝3
𝑠 < 0 < 𝑝𝑢 – действительные, 𝑝1

𝑠 и 𝑝2
𝑠 – комплексно-сопряжённые и  

𝑝𝑢 + 2Re 𝑝1
𝑠 + 𝑝3

𝑠 < 0, 𝑝𝑢 + 2Re 𝑝1
𝑠 > 0; 

 

в) в пространстве параметров существует множество 𝐺3, соответствующее 

существованию гомоклинической орбиты седло-фокуса 𝑒2;  

г) 𝐺1 ∩ 𝐺2 ∩ 𝐺3 ≠ ∅. 

Данные утверждения являются необходимыми условиями рождения в системе (1) 

странного аттрактора – притягивающего множества целых неустойчивых траекторий, а 

также дикого аттрактора, траектории которого имеют неустойчивые многообразия разной 

размерности. Здесь мы ограничимся рассуждениями, необходимыми для доказательства 

утверждения (в).  

Рассмотрим существование гомоклинической петли седло-фокуса [6]. Введем кольцо 

𝐷𝜑 = {𝜑, �̇� = 𝑢 | 𝜑 ∈ 𝕊1, |𝑢| < 𝑢0}, а также границу 𝐾 = sup
(𝜑,𝑢)∈𝐷𝜑

|𝛾 − sin 𝜑 − 𝑏𝑢| = 𝛾 +

1 + 𝑏𝑢 и функцию 

  

𝐺 = {
 
 
휀(𝛾 − sin 𝜑 − 𝑏𝑢), (𝜑, 𝑢) ∈ 𝐷𝜑

휀𝐶 = const, в др. случае,
     (2) 

 

где 𝐶 ∈ (−𝐾, 𝐾) – продолжение функции 𝛾 − sin 𝜑 − 𝑏𝑢 по константе за границы 

области 𝐷𝜑. Очевидно, что |𝐺| ≤ 휀𝐾. Вместо второго уравнения в (1) рассмотрим 

следующее уравнение за границами области 𝐷𝜑 

 

�̈� + ℎ�̇� + 𝜔2𝑥 = 𝐺(𝜑, 𝑢).    (3) 

 

Для этого уравнения введём двумерную систему сравнения  

 
�̇� = 𝑦,

�̇� = 휀𝐾sign 𝑦 − 𝜔2𝑥 − ℎ𝑦,
    (2) 

 

для которой справедливо следующее утверждение (см. Рис. 1): 

Лемма. 1) При ℎ < 2𝜔 система (2) имеет глобально устойчивый предельный цикл 𝑙𝑐, 

лежащий в области {𝑥, 𝑦| |𝑥| ≤ 𝑥0, |𝑦| ≤ 𝑦0}, где 𝑥0 = coth
𝛼𝜋

2𝛽
𝑥∗, 𝑦0 =

𝜔 exp (−
𝛼 arctan

𝛽

𝛼

𝛽
) (𝑥0 − 𝑥∗), 𝛼 =

ℎ

2
, 𝑥∗ =

𝜀𝐾

𝜔2, 𝛽 = √𝜔2 − (
ℎ

2
)

2

.  

2) При ℎ > 2𝜔 в системе (2) существует замкнутый контур 𝑙𝑒, образованный 

траекториями узлов ±𝑥∗ с начальными условиями ∓𝑥∗. Этот контур лежит в области 

{𝑥, 𝑦| |𝑥| ≤ 𝑥∗, |𝑦| ≤ 𝑦𝑒
0}, где 𝑦𝑒

0 = 2𝜔 exp (−
𝛼 atanh

𝛽′

𝛼

𝛽′ ) 𝑥∗, 𝛽′ = √(
ℎ

2
)

2

− 𝜔2.  

3) Область 𝐷𝑥, ограниченная циклом 𝑙𝑐 или контуром 𝑙𝑒, является инвариантной 

притягивающей областью для траекторий (𝑥(𝑡), �̇�(𝑡)) системы (2). 

Доказательство. Приведено в докладе.  
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Рис. 1. Фазовый портрет системы (2). Предельный цикл 𝑙𝑐 изображён красной линией. 

Чёрными стрелками указано направление векторного поля системы (1). Параметры: 휀𝐾 = 1, ℎ =
1, 𝜔 = 1, 𝑥0 = 1.38958, �̇�0 = 1.30541. 

 

Следствие. Выбирая кольцо 𝐷𝜑 и диск 𝐷𝑥, мы рассматриваем систему (1) в 

компактной области 𝐷 = 𝐷𝜑 × 𝐷𝑥, в которой величина 𝜇(𝑥 + 𝑎�̇�) в правой части первого 

уравнения системы (1) ограничена: 

 

𝜇|𝑥 + 𝑎�̇�| ≤ 𝜇(𝑥0 + 𝑎𝑦0) = 𝛿. 

 

Введём две двумерные системы сравнения для оценки второго уравнения системы (1) 

 

𝐴+: �̇� = 𝑢, �̇� + 𝜆𝑢 + sin 𝜑 = 𝛾 + 𝛿,
𝐴−: �̇� = 𝑢, �̇� + 𝜆𝑢 + sin 𝜑 = 𝛾 − 𝛿.

    (3) 

 

С помощью этих систем сравнения доказывается теорема существования 

гомоклинической петли седло-фокуса [7] (бифуркационная диаграмма систем сравнения, а 

также образованные ими сепаратрисные каналы изображены на Рис. 2 и Рис. 3 

соответственно). Эта теорема при условиях служит основным утверждением (в), 

гарантирующим существование хаотической компоненты неблуждающих траекторий 

системы (1). При определённых условиях эта компонента может быть базисной в диком 

аттракторе.  

 

 
Рис. 2. Бифуркационная диаграмма систем сравнения (3).  
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Рис. 3. Фазовые портреты систем сравнения (3). Траектории системы 𝐴+ изображены 

красным, траектории системы 𝐴− - синим. Чёрным отмечены следы от многообразий 𝑊𝑠, 𝑊𝑢 

седла системы (1). Сепаратрисы систем сравнения образуют сепаратрисные каналы 𝑔𝑢 и 𝑔𝑠, 

взаимное расположений которых при изменении параметра 𝛾 доказывает существование 

гомоклинической орбиты седло-фокуса системы (1). (А) 𝛾 = 0.2304, (B) 𝛾 = 0.6346. Параметры: 

𝜆 = 0.35, 𝜇 = 0.075, 𝑎 = 1, 𝛿 = 0.2021, 𝑥0 = 1.38958, �̇�0 = 1.30541. 

 

Аналитические результаты поддержаны грантом РФФИ 18-01-00556. Численные 

результаты поддержаны грантом РНФ 19-12-00367. 
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The dynamics of a four-dimensional system of coupled rotator and oscillator, which simulates 

the dynamic behavior of a superconducting Josephson junction interacting with a linear 

oscillator, is considered. The fulfillment of the necessary conditions for the existence of a wild 

attractor, namely, the dissipativity of the system when expanding the volume of the leading 

manifold and the existence of a homoclinic bifurcation of the saddle-focus, is rigorously proved. 


