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Аннотация. В работе рассматривается многомерное отображение Эно, для которого 

проводится доказательство существования аттрактора, его локализация, а также 

нахождение условий, при которых данное отображение имеет подкову Смейла. В работе 

приводится геометрическое доказательство существования подковы Смейла в 

многомерном отображении Эно. 

 

Задача об условиях существования аттракторов и биффуркаций, формулируемых в 

терминах правых частей динамических систем, возникла при анализе состояний 

равновесия предельных циклов Пуанкаре и гомоклинических петель сепаратрис в 

конкретных системах. В период последних почти 50 лет эта задача приобрела широкий 

интерес в связи с возникновением концепции странного аттрактора как образа 

динамического хаоса. 

В данной работе рассматривается многомерное отображение Эно общего вида: 

{
 
 

 
 𝑥̅ = 𝑓(𝑥) +∑𝑎𝑗𝑣𝑗

𝑛

𝑗=1

;

𝑣1̅̅ ̅ = 𝑥;

𝑣𝑖̅ = 𝑣𝑖−1, 𝑖 = 2, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅,

 (1) 

где 𝑎𝑖 ∈ 𝑅
1, 𝑓(𝑥) – квадратичная функция вида  

𝑓(𝑥) = 𝜇 − 𝑥2; 
𝜇 ∈ 𝑅1. 

(2) 

Отображение Эно рассматривалось во многих работах [1 – 10, 18 – 20]. 

Существование подковы Смейла отображения Эно геометрически доказано в двумерном 

случае, см., например, [11, 12]. В многомерном случае, когда отображение близко к 

одномерному, доказательство существования подковы Смейла на языке символической 

динамике проведено в [20]. Целью настоящей работы является геометрическое 

доказательство существования подковы Смейла в общем случае. 
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Диссипативность многомерного отображения Эно 

Путём последовательных замен 𝑣𝑗 = 𝑢𝑗 + 𝑥, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 𝑢0 ≡ 0 и 𝑎1𝑢1 = 𝑦1, … , 𝑎𝑛𝑢𝑛 =

𝑦𝑛  (𝑎𝑗𝑢𝑗 = 𝑦𝑗), а также при введении обозначений 

𝑌 =∑𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

 (3) 

𝑞1 =
𝑎2
𝑎1
, 𝑞2 =

𝑎3
𝑎2
, … , 𝑞𝑛−1 =

𝑎𝑛
𝑎𝑛−1

, (4) 

исходное отображение (1) записывается в виде нормальной формы [15] отображения с 

одной нелинейностью 𝑥 → Ф(𝑥), 𝑥 = (𝑥; 𝑦1; … ; 𝑦𝑛) 

{
 
 
 
 

 
 
 
 

𝑥̅ = 𝑥 + 𝑌 + 𝐹(𝑥);

𝑦1̅̅ ̅ = −𝑎1(𝑌 + 𝐹(𝑥));

𝑦2̅̅ ̅ = 𝑞1𝑦1 − 𝑎2(𝑌 + 𝐹(𝑥));
…

𝑦𝑖̅ = 𝑞𝑖−1𝑦𝑦−1 − 𝑎𝑖(𝑌 + 𝐹(𝑥));
…

𝑦𝑛̅̅ ̅ = −𝑞𝑛−1𝑦𝑛−1 − 𝑎𝑛(𝑌 + 𝐹(𝑥)),
 

 (5) 

где  

𝐹(𝑥) = 𝜇 − (1 − 𝐴)𝑥 − 𝑥2. (6) 

Введем норму в пространстве (𝑦1, … , 𝑦𝑛): 

‖𝑦‖ =∑|𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1

. (7) 

Будем рассматривать отображение (5) в области  

𝐺 = {𝑥, 𝑦|𝛼1 ≤ 𝑥 ≤ 𝛼2, ‖𝑦‖ ≤ 𝛾}    (8) 

Параметры 𝛼1 и 𝛼2 ниже будут выбраны так, чтобы область 𝐺 содержала 

интересующее нас неблуждающее множество отображения (5). 

В области 𝐺 непрерывная функция 𝐹(𝑥) ограничена 
|𝐹(𝑥)| < 𝑀, при 𝑥 ∈ (α1, 𝛼2)  

Будем считать, что параметры 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 удовлетворяют условиям 

𝐴 =∑𝑎𝑗

𝑛

𝑗=1

> 0; 

|
𝑎𝑗+1

𝑎𝑗
| = 𝑞𝑗 , где 0 < 𝑞𝑗 < 𝑞 < 1. 

(9) 

В этом случае сумма 𝐴+ = ∑ |𝑎𝑗|
𝑛
𝑗=1  удовлетворяет условию 

𝐴+ =∑|𝑎𝑗|

𝑛

𝑗=1

<
|𝑎1|(1 − 𝑞

𝑛)

1 − 𝑞
<

|𝑎1|

1 − 𝑞
. (10) 

При использовании неравенства (10) получено условие диссипативности 

отображения (5) по переменным 𝑦𝑗 

Теорема 1: При  

𝛾 =
𝐴+𝑀

1 − 𝐴 − 𝑞
 (11) 

образ области 𝐺 лежит в области 𝐺𝑦 = {𝑦| ‖𝑦‖ < 𝛾}. 

Локализация аттрактора Эно 

При условии теоремы 1 в первом уравнении отображения (5) в области 𝐺 (8) сумма 
∑ 𝑦𝑗
𝑛
𝑗=1  ограничена 
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−𝛾 <∑𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

< 𝛾, (12) 

где параметр 𝛾 считаеися определённым равенством (11). Вводятся отображения 

сравнения 

𝑥̅ = ±𝛾 + 𝜇 − 𝑥2 + 𝐴𝑥 (13) 

Сдвиг 𝑥 =
𝐴

2
+ 𝑥𝑛𝑒𝑤  (Рис. 4) приводит отображение (5) к виду 

𝑥̅ = 𝑥 +∑𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝜇 +
𝐴2

4
−
𝐴

2
− 𝑥2; 

𝑦𝑖̅ = 𝑞𝑖−1𝑦𝑦−1 − 𝑎𝑖 (∑𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

+ 𝐹 (
𝐴

2
+ 𝑥)) 

(14) 

где 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅, 𝑞0 = 0. 
Отображения сравнения (13) приобретают при сдвиге вид отображения Mira 

𝑥̅ = 𝜇 ± 𝛾 − 𝑥2 = 𝑔±(𝑥), (15) 

где 𝜇 = 𝜇 + 𝐴
2

4⁄ − 𝐴 2⁄ .  

Лемма 1. При условии  

𝑔−(𝜇̃ + 𝛾) ≥ 𝑥1
−, (16) 

где 𝑥1
− – неустойчивая неподвижная точка отображения 𝑔−(𝑥) (меньший корень 

уравнения 𝜇 − 𝛾 − 𝑥2 = 𝑥), все образы координат 𝑥 точек линий 𝑙𝑐 лежат на интервале 
(𝑥1

−, 𝜇 + 𝛾). 
Точка 𝜇+ = 𝜇 + 𝛾 есть неибольший образ отображений 𝑔−(𝑥) и 𝑔+(𝑥). Если 

𝑔−(𝜇+) ≥ 𝑥1
−, (17) 

то интервал (α1, 𝛼2), где 𝛼1 = 𝑥1
−, 𝛼2 = 𝜇

+, является инвариантным, т.е. все образы 

координат 𝑥 прямых 𝑙𝑐 действительно лежат на этом интервале. 

Теорема 2. При условиях теоремы 1 и Леммы 1 отображение (5) в области 𝐺 (8) 

имеет аттрактор. 

Многомерная подкова Смейла отображения Эно. 

Рассмотрен случай, когда оба отображения сравнения имеют одномерную подкову 

Смейла, т.е. при условии 

𝜇 + 𝛾 > 𝜇 − 𝛾 > 2. (18) 

Обозначим 𝑥1
+ − неустойчивую неподвижную точку отображения 𝑔+(𝑥) (мениший 

корень уравнения 𝜇 + 𝛾 − 𝑥2 = 𝑥). Рассмотрим отображение (5) при условии 

𝛼1 = 𝑥1
+; 

𝛼2 = −𝑥1
+; 

𝜇 − 𝛾 > −𝑥1
+. 

(19) 

Обозначим 

𝑙𝑐 = {𝑦𝑗 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑗 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅ ̅;   ∑𝑦𝑗

𝑛

𝑗=1

= 𝐶, 𝑥 ∈ (𝛼1, 𝛼2)} (20) 

есть семейство линий, лежащих в 𝐺. Образ 𝑔𝑙𝑐 есть параметрически заданное семейство 

кривых 𝑥̅(𝑥), 𝑦𝑗̅(𝑥), 𝑥 ∈ (α1, 𝛼2), получаемая из (5) при постоянных значениях 𝑦𝑗. 

В силу условий (18) и (19), образ 𝑔𝑙𝑐 есть подкова Смейла. 

Таким образом, в работе проведено геометрическое доказательство существования 

подковы Смейла многомерного отображения Эно.  

Данная работа выполнена при поддержке РФФИ (проект № 18-01-00556-а). 
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ATTRACTOR LOCALIZATION AND HORSESHOE MAP APPEARANCE IN A 

MULTIDIMENSIONAL HENON MAP 

 

V.N. Belykh, D.A. Grechko 

 

Key words: Henon map, Horseshoe map, attractor, bifurcation, multidimensional map. 

 

We consider multidimensional Henon-like map. The problem of the attractor localization is 

studied. We derive the conditions when the map has multidimensional Smale horseshoe. The 

main features of this statement geometrical proof is presented. 


