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НЕСТАЦИОНАРНЫЕ СИНГУЛЯРНО-ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ АТТРАКТОРЫ 

НЕАВТОНОМНЫХ ДВУМЕРНЫХ ОТОБРАЖЕНИЙ 

 

Аннотация. Рассмотрено неавтономное двумерное отображение, имеющее 

изменяющийся во времени хаотический аттрактор. Приведено определение 

нестационарного гиперболического аттрактора неавтономного отображения. С 

помощью метода систем сравнения и метода построения инвариантных конусов строго 

доказано существование нестационарного гиперболического аттрактора в 

рассматриваемом отображении.  

 

Ключевые слова: нестационарный аттрактор, неавтономное отображение, 

гиперболичность, хаос 

 

Рассмотрим неавтономное двумерного отображения типа Лурье [1,2] 

 

     
 ̅        ( )        (   )     

 ̅    ( ),    ( )-   (     ) 
    (1) 

 

где       – положительные параметры,  ( )  (   ) – произвольная ограниченная 

функция дискретного времени    , и  ( ) – кусочно-линейная функция вида 
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 (   )               
                | |      

 (   )                 
 

 

Определение [3]. Пусть   *| |     | |                + – инвариантная 

область отображения (1),           . Предположим, что в каждой точке (     )    

определены подобные пары устойчивых и неустойчивых конусов    и   , 

соответственно. Обозначим линеаризацию отображения   в точке (     ) как 

 (       )    (       ( )), где   –дифференциал по координатам. Пусть выполнены 

следующие условия. Оператор   (оператор    ) растягивает любой вектор   
 (  

 , 

соответственно), выпущенный из точки (     ) и лежащий в неустойчивом конусе    (в 

устойчивом конусе   , соответственно) для любой точки (     )    и дискретного 
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времени     . Тогда множество точек в  , на котором в итоге действует отображение   

при неограниченно возрастающем времени  , называется нестационарным 

гиперболическим аттрактором.  

  

Теорема. Пусть выполнены следующие условия 

    
 

    
          

где    
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 √.

   

   
  /.
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.   

Тогда отображение (1) имеет нестационарный гиперболический аттрактор, 

локализованный в области   *| |    
  

   
 

 

 
 | |  

  

   
 +.   

 

Доказательство. Согласно Определению, сначала необходимо доказать 

существование инвариантной области   (Шаг 1), и далее доказать существование 

инвариантных сжимающих и растягивающих конусов    и    (Шаг 2). 

Шаг 1. Рассмотрим вспомогательное отображение   ̃, полученное из отображения 

(1) заменой  ( )   ̃( ), где функция   ̃( ) имеет вид 

 ̃( )  

{
 
 

 
               

 

 
 

 ( )    | |  
 

 
 

             
 

 
 

 

 

Покажем, что   ̃     , где    *| |     
  

   
+. Данное утверждение 

эквивалентно неравенству  

| ̅|  | | для | |    ,     .    (2) 

 

Тогда из второго уравнения отображения   ̃ легко получить неравенства  

 

| ̅|   | ( ) |    | ̃( )|   | |     | |  
 

Из неравенств следует, что условие (2) выполняется при | |     
  

   
.  

Далее, для отображения  ̃, рассматриваемом в области   , найдѐм интервал 

   *| |             + такой, что инвариантная область      ̃    примет вид   *| |  
   | |    +. Для этого введѐм две одномерные системы сравнения 

 

 ̅    ( )      ̃( )     

 ̅    ( )      ̃( )     
               (3) 

 

удовлетворяющие неравенству   ( )   ̃(   )    ( ). Это неравенство 

означает, что для любых значений             ( 
 

 
 
 

 
) образ ( ̅  ̅) отображения   ̃ 

принадлежит области   ̅  ,  ( )   ( )-  ̅    . Отсюда получим, что интервал    

существует, если выполняются неравенства  

 

  .
 

 
/    

         . 
 

 
/    

 ,          (4) 

 

где   
  и   

  - крайние (левая и правая, соответственно) неустойчивые 

неподвижные точки отображений    и   , соответственно. Подставляя выражения для их 



Материалы научно-методической конференции профессорско-преподавательского состава, 

аспирантов и студентов 

Секция VII  Математическое моделирование конкретных динамических систем   3 
 

координат, а также выражение для    в (4), с учѐтом (3), получаем условие существование 

инвариантной области   

   .
  

   
 

 

 
/   

  

 (   )
  . 

 

Это условие верно в интервале        , где 

     
 

 
(      √(     )(     )), и выполняется для значений   

 

    
. 

Следовательно, отображение   ̃ имеет инвариантную область   {| |       
  

   
 

 

 
 | |     

  

   
}  

Поскольку отображения   и  ̃ совпадают в области | |  
 

 
, содержащей 

инвариантную область  , то   является инвариантной областью исходного отображения   

[формула (1)].  

Шаг 2. Рассмотрим вопрос о гиперболичности отображения  .  

Уравнения в вариациях для любой неблуждающей траектории в области   

записывается в виде 

      
 ̅                    

 ̅    ( )(    ) 
 

 

где        
 ( )      

 ( ). Следовательно, оператор   из Определения есть 

матрица   (
  

  ( )   ( )
). Введѐм неустойчивый конус    *    |      | |   +. 

Обозначим образующую конуса за        . Образ линии   ̅      легко получить в 

параметрической форме  ̅  (   )   ̅    ( )(   ) , откуда следует уравнение   ̅  
 ̅ ̅, где  

  ̅  
  ( )(   )

   
.                       (5) 

 

Конус    является инвариантным при выполнении условия  

 

| ̅|  | | при | |   ,     (6) 

 

из которого следует, что отображение (5) имеет инвариантную область | |   . 

Из (24) легко получить неравенства  

 

| ̅|  |
  ( ) 

   
|  |

  ( )

   
| | |       | |,     (7) 

 

справедливые при условии |   |   . Из (7) получаем, что условие (6) верно 

при | |  
   

   
, т.е. для   

   

   
. Таким образом, оператор   переводит вектор   

 (   )     

в вектор   
 ( ̅  ̅)    . 

Достаточное условие растяжения вектора может быть записано в виде |   |  

√    , и справедливо в области      
    √    

 
.  

Доказательство существования сживающего инвариантного конуса    проводится 

аналогично.    

 

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 19-12-00367). 
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NON-STATIONARY SINGULAR-HYPERBOLIC ATTRACTORS OF NON-

AUTONOMOUS  2D MAPS 

 

Nikita V. Barabash 

 

A non-autonomous two-dimensional map with a chaotic attractor varying in time is considered. 

The definition of a non-stationary hyperbolic attractor of non-autonomous map is given. Using 

the auxiliary systems approach and the method of constructing invariant cones, the existence of 

a non-stationary hyperbolic attractor in the map under consideration is rigorously proved. 

 

Keywords: non-stationary attractor, non-autonomous map, hyperbolicity, chaos. 
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