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НОВЫЙ ВЗГЛЯД НА МНОГОМЕРНОЕ ОТОБРАЖЕНИЕ ЭНО 

 

Аннотация. В работе рассматривается многомерное отображение с одной 

нелинейностью. Приведена замена переменных и параметров, с помощью которой 

отображение приводится к обобщенному многомерному отображению типа Эно. С 

помощью метода систем сравнения получены достаточные условия существования 

аттрактора, выраженные явно в параметрах системы. В явном виде выписаны границы 

инвариантной области, содержащей аттрактор. 

 

Ключевые слова: многомерное отображение, отображение Эно, аттрактор, 

инвариантная область, метод систем сравнения.  

 

Рассмотрим многомерное отображение вида [1] 

   ̅   ( )      (   ) 

 ̅         (   )  
 (1) 

где              (          )   
    – единичный вектор размерности    ( ) – 

непрерывная гладкая функция,         (         )   – параметр,   [   ] 
 
 – 

нормированная (   )-матрица нижнего сдвига с элементами             , где    – 

параметры, и        – символ Кронекера. Параметры удовлетворяют условиям  

| |       |  |                    . 

С помощью замены переменных        ,        , и параметров         
    

  
,          , отображение (1) можно представить в виде обобщѐнного отображения 

типа Эно [2] 
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 ̅   ( )  ∑    

 

   

 

 ̅    
 ̅                    

 

Рассмотрим область        , где    *       +,    *‖ ‖   +,    , 

    – некоторые постоянные, а оператор ‖   ‖ обозначает манхэттенское расстояние.  

Приведѐм без доказательства следующую лемму.  

Лемма 1. Пусть   принадлежит интервалу    *       + и параметр  , 

определяющий область   , равен   
 | |

   
. Тогда отображение       , т.е. отображение 

 ̅   (   ) в (1), диссипативно, а область    служит инвариантной областью отображения 

 . 

Рассмотрим две вспомогательные одномерные системы сравнения [3,4]  

 ̅   ( )      ( ) 

 ̅   ( )      ( ) 
 

Утверждение 1. Образ ( ̅  ̅) любой точки (   ),     ,     , удовлетворяет 

условию  ̅  (  ( )   ( )),  ̅    . 

Доказательство. Согласно Лемме 1,  ̅     для любого     . Тогда очевидное 

неравенство   ( )   (   )    ( ), справедливое для любого     , доказывает 

утверждение. 

   

Чтобы получить достаточные условия существования инвариантной области  , 

    , содержащей аттрактор отображения (1), выберем некоторый интервал    
(     ) и обозначим крайние значения функции  ( ) на этом интервале как  

 ̅     
    

 ( )  

 ̅     
    

 ( )  
 

Лемма 2. 1) Для любого      образ интервала    лежит в интервале   ( ̅  

   ̅   ),      . 2) Пусть выполняются условия 

  ( ̅   )   ̅      ( ̅   )   ̅     
Тогда для любого      интервал   является инвариантным относительно отображения 

 (   ),     . 
Доказательство. 1) Из Утверждения 1 следует, что граничные точки образа 

интервала    есть крайние точки функций   , определяющие интервал  . 2) Из условий 

Леммы 2 напрямую следует, что     . 
  

Лемма 3. Предположим, что  
    ̅    

    ̅    
  

Тогда при выполнении условия Леммы 2 интервал    *       + является 

инвариантным,       , и параметр   удовлетворяет условию 

  
   *| ̅ | | ̅ |+ | |

    | |
  

Доказательство. Инвариантность интервала    непосредственно следует из 

Леммы 2. Формула для  , которая зависит теперь только от параметров отображения (1), 

следует из следующей оценки   из Леммы 1 

  
(   *| ̅ | | ̅ |+   )| |
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Напомним, что если     , то существует замкнутое инвариантное множество   
⋂     
   , называемое аттрактором отображения  . 

Теорема 1. Пусть выполняются условия Лемм 1 и 3. Тогда область         

есть инвариантная область отображения (1),     , содержащая аттрактор    , 

    . 

Доказательство. Из Леммы 1 следует, что образ  ̅ не покидает    для любого  . 

Лемма 3 говорит, что   не покидает интервал    для любого     . Таким образом, 

    , и, следовательно существует аттрактор    ,     .  

Работа выполнена при поддержке Министерства науки и высшего образования 

Российской Федерации (проект No. 0729-2020-0036). 
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A NEW LOOK AT THE MULTIDIMENSIONAL HÉNON MAP 

 

Vladimir N. Belykh, Nikita V. Barabash, Dina A. Grechko, Irina A. Mordvinkina 

 

The paper considers multidimensional mapping with one nonlinearity. We derive a replacement 

of variables and parameters which allows to reduce the map to a generalized multidimensional 

map of the Hénon type. Using the auxiliary systems approach, we obtained sufficient conditions 

for the existence of an attractor, expressed explicitly in the parameters of the system. The 

boundaries of the invariant domain containing the attractor are written in explicit form. 

 

Keywords: multidimensional map, Hénon map, attractor, invariant domain, auxiliary systems 

approach. 

 

 


