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АТТРАКТОРЫ И РЕПЕЛЛЕРЫ В ОБРАТИМОЙ ТРЁХМЕРНОЙ МОДЕЛИ 

ФАЗОВОЙ АВТОПОДСТРОЙКИ ЧАСТОТЫ 

 

Аннотация. Рассмотрена система третьего порядка с цилиндрическим фазовым 

пространством, описывающая систему фазовой автоподстройки частоты (ФАПЧ). В этой 

системе, обладающей свойством обратимости, проведено качественно-численное 

исследование аттракторов и репеллеров. Указано условие существования в системе 

смешанной динамики.  
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В последние годы возрос интерес к обратимым динамическим системам [1 – 3], т.е. 

системам, инвариантным относительно замены времени на обратное и линейного 

преобразования координат. Простым примером такой «системы» является уравнение 

фазовой автоподстройки первого порядка  

 
  

  
       , (1) 

 

которое не изменяется при замене (   )  (     ). При этом устойчивое равновесие 

(аттрактор) становится неустойчивым (репеллером), а неустойчивое – устойчивым. С 

обратимыми системами связано понятие смешанной динамики [1], когда аттрактор и 

репеллер пересекаются. Для примера (1) – это случай    . 

В многомерном случае смешанная динамика может быть значительно сложнее, 

например, хаотической. 

В работе рассматривается трѐхмерная модель ФАПЧ вида 
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Эта система обратима, поскольку она инварианта относительно замены (     )  
(        ). При бифуркации двух состояний равновесия (седло-узел в нулевой точке) 

система (1) демонстрирует смешанную динамику. В работе качественно-численными 

методами проведѐн анализ аттракторов и репеллеров системы (2). Получено, что при 

достаточно малых       аттрактор и репеллер «компьютерно» неразличимы.  

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 22-21-00553). 
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ATTRACTORS AND REPELLERS IN A REVERSIBLE THREE-DIMENSIONAL 

MODEL OF PHASE LOCKED LOOP 
 

Vladimir N. Belykh, Nikita V. Barabash 

 

Abstract. A third-order system with a cylindrical phase space is considered, which describes a 

phase locked loop system (PLL). In this system, which has the property of reversibility, a 

qualitative-numerical study of attractors and repellers was carried out. The condition for the 

existence of mixed dynamics in the system is indicated. 
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