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Аннотация. Рассматриваются трёхмерные кусочно-гладкие системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений, служащие моделями известных гладких динамических 

систем с хаотическими аттракторами. Показано, что модели позволяют проводить полное 

аналитическое исследование хаотических аттракторов, что недоступно для их гладких 

систем-прообразов. Приведены основные результаты этих исследований. 
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Abstract. Three-dimensional piecewise smooth systems of ordinary differential equations are 

considered, serving as models of well-known smooth dynamical systems with chaotic attractors. 

It is shown that such models allow for a complete analytical study of chaotic attractors, which is 

inaccessible for their smooth counterparts. The main results of these studies are presented. 

 

Keywords: piecewise-smooth dynamical system, chaos, attractor, bifurcation, Poincaré map. 

 

 

Кусочно-гладкие динамические системы вызывают значительный интерес 

специалистов в области прикладной математики благодаря широкому распространению в 

природе и технике явлений переключений, ударов и других резких изменений [1]. Однако 

и для «чистой» динамики такие системы играют важную роль, обладая серьёзным 

преимуществом перед гладкими аналогами: будучи построенными «правильным» образом, 
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они позволяют проводить строгое исследование их хаотических аттракторов и глобальных 

бифуркаций, а также обнаруживать новые динамические эффекты и объекты. 

Это преимущество было продемонстрировано авторами настоящей статьи в ряде работ 

[2 – 5], посвященных кусочно-гладким моделями двух наиболее популярных хаотических 

систем – Лоренца и Чуа. Здесь мы приводим краткий обзор основных результатов работ [2, 

5]. 

 

Кусочно-гладкая модель системы Лоренца 

Рассмотрим трёхмерную кусочно-гладкую систему ОДУ, составленную из трёх 

линейных подсистем 𝐴𝑠, 𝐴𝑙 и 𝐴𝑟 [2] 

𝐴𝑠 : { 
�̇� = 𝑥,     
�̇� = −𝛼𝑦,
�̇� = −𝜈𝑧,

                      𝐴𝑙,𝑟 : {

�̇� = −𝜆(𝑥 ± 1) + ω(𝑧 − 𝑏),
�̇� = −𝛿(𝑦 ± 1),                      

�̇� = −ω(𝑥 ± 1) − 𝜆(𝑧 − 𝑏),

                  (1) 

где параметры ω, λ, b, α, δ, ν выбраны положительными. Системы 𝐴𝑠,𝑟,𝑙 заданы в 

непересекающихся областях фазового пространства 𝐺𝑠 = {|𝑥| < 1, 𝑦 ∈ ℝ1, 𝑧 < 𝑏, }, 𝐺𝑙 =
{𝑥 ≤ −1, 𝑧 ≤ 𝑏; 𝑥 ≤ −1, 𝑧 > 𝑏, 𝑦 ≤ 0, 𝑥 < 1, 𝑧 > 𝑏, 𝑦 < 0} и 𝐺𝑟 = ℝ3\{𝐺𝑠 ∪ 𝐺𝑙} 

соответственно. 

Система (1) замечательна тем, что её двумерное отображение Пуанкаре, полученное 

явно как композиция решений (1), имеет треугольную форму. Это свойство позволяет 

свести его к одномерному кусочно-непрерывному отображению вида 

�̅� = (1 − 𝛾 + 𝛾|𝑥|𝜈)sign 𝑥,                                               (2) 

где 𝛾 = 𝑏ⅇ−
3𝜋𝜆

2𝜔 .  

С помощью отображения (2) для системы (1) был доказан маршрут бифуркаций 

коразмерности 1, численно наблюдаемый в оригинальной системе Лоренца и приводящий 

к рождению странного аттрактора (см. рис. 1). Это первое и единственное на сегодняшний 

день доказательство рождения странного аттрактора лоренцевского типа в системе ОДУ, 

проведённое без использования асимптотических методов.  
 

 
Рисунок 1 – Бифуркационная диаграмма и фазовые портреты системы (1). Обозначения портретов 

(A) – (F) соответствуют красным точкам A – F на диаграмме. В областях параметров III и IV 

система имеет странный аттрактор [2] 

 

Кусочно-гладкая система с двойной спиралью 

Трёхмерная кусочно-гладкая система с двойной спиралью (система типа Чуа) получена 

из линейных подсистем 𝐴0, 𝐴𝑙 и 𝐴𝑟 вида 
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𝐴𝑠 : { 
�̇� = 𝑥,                
�̇� = −𝜈𝑦 + 𝜔𝑧,
�̇� = −𝜔𝑦 − 𝜈𝑧,

                      𝐴𝑙,𝑟 : {
�̇� = −𝛼(𝑥 + ℎ) − 𝛺(𝑧 + 1),
�̇� = −𝛽𝑦,                                  

�̇� = 𝛺(𝑥 + ℎ) − 𝛼(𝑧 + 1),   
                  (3) 

где параметры 𝛽, 𝜈, ℎ, 𝛼, 𝜔 и 𝛺 заданы положительными, а области фазового пространства 

𝐺0, 𝐺𝑙 и 𝐺𝑟 для некоторого параметра 𝑟 > 1 заданы как 𝐺0 = {|𝑥| < ℎ, (𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑟2) ∩
(|𝑧| < 1)}, 𝐺𝑙 = {(𝑧 ≤ −𝑠𝑖𝑔𝑛 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ1) ∖ 𝐺0} и 𝐺𝑟 = ℝ3\{𝐺𝑠 ∪ 𝐺𝑙}. 

В работе [5] (см. Теорему 2) доказано, что для некоторой области параметров 

объединение 𝐷 = 𝐷𝑙 ∪ 𝐷𝑟 прямоугольников 𝐷𝑙,𝑟 = {|𝑥| < ℎ, 𝑦2 + 1 ≤ 𝑟2, 𝑧 = ∓1} образует 

глобальную секущую Пуанкаре для любого аттрактора системы (3). Выбор 𝐷 в качестве 

секущей позволяет получить её отображение 𝑇 в себя как композицию решений линейных 

подсистем (3). Отображение принимает явный вид 
 �̅� = 𝜇sign 𝑥 + (1 − 𝜇)|𝑥|𝜈(𝑦 sin 𝜔 ln|𝑥| + 𝑧 cos 𝜔 ln|𝑥| ),

𝑇: �̅� = 𝑞|𝑥|𝜈(𝑦 cos 𝜔 ln|𝑥| − 𝑧 sin 𝜔 ln|𝑥| ),
 𝑧̅ = sign 𝑥,

  (4) 

где 
𝑥

ℎ
→ 𝑥, 𝜇 = 1 −

1

ℎ
ⅇ−

3𝜋𝛼

2𝛺 , 𝑞 = ⅇ−
3𝜋𝛽

2𝛺 . 

Отображение (4) имеет хаотический аттрактор с двойной спиралью. Приведённое в 

работе [5] доказательство такого аттрактора для конкретной динамической системы, по 

всей видимости, уникально. Однако наиболее интересный результат относится к его 

структуре. В [5] было показано, что вопреки распространённому мнению сложность 

аттрактора с двойной спиралью больше связана с периодическими и бесконечными цепями 

подков Смейла в его структуре, нежели с гомоклинической орбитой седлофокуса (см. рис. 

2). 
 

 
Рисунок 2 – Цепи подков периода 4 в отображении 𝑇 (слева) и пример бесконечной цепи (справа) 

(см. подробности в работе [5]) 
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