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Аннотация. В работе рассматривается многомерное отображение Эно с кусочно-гладкой 

нелинейностью, исследованию которого посвящено большое количество работ как в 

России, так и зарубежом. Кусочно-гладкая нелинейность позволяет доказывать не только 

обычные свойства динамического хаоса, но и принципиально важное свойство 

гиперболичности. В частности, это свойство позволяет строить инвариантные меры Синая-

Боуэна-Рюэля. В работе для различных кусочно-линейных функций дано доказательство 

существования аттракторов, траектории которых гиперболичны.  
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Abstract. The paper considers the multidimensional Hainault map with piecewise smooth 

nonlinearity, the study of which has been the subject of a large number of works both in Russia 

and abroad. Piecewise smooth nonlinearity makes it possible to prove not only the usual properties 

of dynamic chaos, but also the fundamentally important property of hyperbolicity. In particular, 

this property allows us to construct invariant Sinai-Bowen-Ruel measures. In this work, for 

various piecewise linear functions, a proof of the existence of attractors whose trajectories are 

hyperbolic is given. 
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В работе рассматривается (𝑛 + 1)-мерное отображение вида [1]: 

𝐹: 
𝑥̅ = 𝑓(𝑥) +  𝟏𝑦, 
𝑦̅ = 𝐛𝑥 + 𝐴𝑦, 

(1) 

где 𝑥 ∈ ℝ1, 𝑦 = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛) ∈ ℝ
𝑛; 
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𝟏 – единичный вектор-строка длинной 𝑛; 

𝑓(𝑥) – кусочно-линейная функция; 

𝐛 = 𝑐𝑜𝑙𝑢𝑚𝑛(𝑏, 0, 0, … ,0), 𝑏 – параметр; 

𝐴 = [𝑎𝑖𝑗]𝑛
𝑛
− нормализованная нижне-сдвиговая матрица размерности (𝑛 × 𝑛) с 

элементами 𝑎𝑖𝑗 = 𝑎𝑗𝛿𝑖,𝑗+1, 

где 𝑎𝑗 − параметры; 

𝛿𝑖,𝑗+1 – символ Кронекера. Черта над переменной означает следующую итерацию. 

Пусть  

|𝑏| ≪ 1, |𝑎𝑗| < 𝑎 < 1, 𝑗 = 1, 𝑛 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . (2) 

При 𝑏 ≪ 1 динамика отображения (1) близка к динамике одномерного отображения [2]. 

Введем области 𝐷𝜎 = 𝐷𝑥 × 𝐷𝑦 и 𝐷 = 𝐷̅𝑥 × 𝐷𝑦, где 𝐷𝑥 = {𝜎− < 𝑥 < 𝜎+}, 𝐷̅𝑥 = {𝑥 ∈ ℝ
1} и 

𝐷𝑦 = {‖𝑦‖ < 𝛾} для некоторых 𝜎−, 𝜎+, 𝛾 > 0. Пусть 𝜎 = max{|𝜎−|, |𝜎+|}. 

Лемма 1. Пусть параметр 𝛾, определяющий область 𝐷𝑦, равен 

𝛾 =
𝜎|𝑏|

1 − 𝑎
. (3) 

Тогда образ 𝐹𝐷𝜎 лежит в 𝐷, т.е. 𝐹𝐷𝜎 ⊂ 𝐷. 
Следствие 1. Из Леммы 1 следует, что для (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝜎, т.е. для 𝜎− < 𝑥 < 𝜎+ и ‖𝑦‖ < 𝛾 

отображение (𝑥̅, 𝑦̅) = 𝐹(𝑥, 𝑦) удовлетворяет условиям 

𝑓(𝑥) − ‖𝑦‖ < 𝑥̅ < 𝑓(𝑥) + ‖𝑦‖, ‖𝑦‖ < 𝛾. (4) 

Следствие 2. Для любых (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷𝜎, отображение координат удовлетворяют условиям  

𝑓(𝑥) − 𝛾 = 𝑓−(𝑥) < 𝑥̅ < 𝑓+(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝛾, 
𝑦̅ ∈ 𝐷𝑦 , 

(5) 

где 

𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥) − 𝛾 ≜ 𝑓−(𝑥), 
𝑥 ⟼ 𝑓(𝑥) + 𝛾 ≜ 𝑓+(𝑥) 

(6) 

– одномерные отображения сравнения. 

Рассмотрим кусочно-гладкую функцию 𝑓(𝑥) в следующем виде: 

𝑓(𝑥) =

{
 
 

 
 
𝛼1𝑥 + 𝛽1, 𝑥̃1 ≤ 𝑥 < 𝑥̃2;
−𝛼2𝑥 + 𝛽2, 𝑥̃2 ≤ 𝑥 < 𝑥̃3;
𝛼3𝑥 + 𝛽3, 𝑥̃3 ≤ 𝑥 < 𝑥̃4;
−𝛼4𝑥 + 𝛽4, 𝑥̃4 ≤ 𝑥 < 𝑥̃5;

…

                |𝑓′(𝑥)| > 1 (7) 

Тогда, отображения сравнения (6) имеют вид 

𝑥̅ = 𝑓±(𝑥) ≜

{
 
 

 
 
𝛼1𝑥 + 𝛽1 ± 𝛾, 𝑥̃1 ≤ 𝑥 < 𝑥̃2;
−𝛼2𝑥 + 𝛽2 ± 𝛾, 𝑥̃2 ≤ 𝑥 < 𝑥̃3;
𝛼3𝑥 + 𝛽3 ± 𝛾, 𝑥̃3 ≤ 𝑥 < 𝑥̃4;
−𝛼4𝑥 + 𝛽4 ± 𝛾, 𝑥̃4 ≤ 𝑥 < 𝑥̃5;

…

 (8) 

Рассмотрим интервал [𝑥̃1; 𝑥̃4]. Выберем область 𝐷𝑥 так, что 𝜎− – неподвижная точка 

отображения 𝑥̅ = 𝑓−(𝑥), 𝑥̃1 ≤ 𝑥 < 𝑥̃2, 𝜎+ – неподвижная точка отображения 𝑥̅ = 𝑓+(𝑥),
𝑥̃3 ≤ 𝑥 < 𝑥̃4 (см. Рисунок 1). 

Обозначим 

𝑥max = argmax
𝑥̃1≤𝑥≤𝑥̃3

𝑓−(𝑥). (9) 
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Рисунок 1 – Пример отображений сравнения (8) отображения Эно (1) с кусочно-гладкой 

нелинейностью (7) 

 

Теорема 1. Если образ 𝑓−(𝑥max) > 𝜎+, то 𝐹𝐷𝜎 ⊄ 𝐷, что является критерием рождения 

топологической подковы Смейла многомерного отображения Эно с кусочно-гладкой 

нелинейностью. 

Анализ отображения (1), (7) показывает: 

1. Данное отображение имеет 2 подковы 

2. Взаимное расположение точек (границ интервалов) соответствует тому, что 𝐹𝐼1 ∩
𝐼2 ≠ 0, 𝐹𝐼2 ∩ 𝐼1 ≠ 0. Что, в свою очередь, является критерием взаимодействия этих двух 

подков Смейла многомерного отображения (см. Рисунок 2). 
 

 
Рисунок 2 – Пример взаимодействия двух подков Смейла в многомерном отображении Эно (1) с 

кусочно-гладкой нелинейностью (7) 
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