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Аннотация. В работе представлено сравнительное исследование двух известных 

динамических систем третьего порядка Лоренца и Чена. Показано, что эти системы 

приводятся к единой нормальной форме, имеющей при различных значениях параметров 

различные странные аттракторы. Доказано, что аттракторы Лоренца и Чена соответствуют 

двум различным непересекающимся областям параметров нормальной формы и имеют 

принципиально разную топологическую структуру. 
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Abstract. The paper presents a comparative study of two well-known third-order Lorenz and 

Chen dynamical systems. It is shown that these systems are reduced to one and the same normal 

form which has a family of different strange attractors. It is proven that the Lorenz system and 

the Chen system have two different strange attractors for different regions of parameters of the 

normal form. This attractor cannot be topologically conjugate.  

 

Keywords: dynamical systems, Lorenz attractor, Chen attractor, normal form. 

 

 



Материалы международного научно-промышленного форума 

Секция III Теория динамических систем и физических процессов и их 

приложение к решению транспортных задач 

2 
 

 

 

  

 

Особое место в теории динамических систем занимает понятие аттрактора, которое 

представляет собой компактное подмножество, к которому стремятся траектории из 

некоторой окрестности при 𝑡 → ∞. Аттракторы бывают различных типов, однако наиболее 

известные и изученные возникают в системах третьего порядка Лоренца и Чена. Первые 

упоминания о системе Лоренца были опубликованы в 1963 [1], как упрощенной модели 

атмосферной конвекции, а об аттракторе Чена и его системе - в 1999 [2]. Было проведено 

много исследований обеих систем, однако в 2013 году группа ученых из Испании 

опубликовали статью [3], в которой говорилось, что система Чена в общем случае при 𝑐 ≠
0, является частным случаем системы Лоренца, а стало быть, предыдущие работы по 

данной системе не играют особой роли. В свою очередь Г. Чен опубликовал комментарий 

[4], в котором указал, что утверждения статьи Антонио Алгабы и его соавторов 

несостоятельны. 

В данной работе мы провели сравнительный анализ обеих систем, для этого при помощи 

преобразований свели их к единой системе, описанной в 1984 [5] году В.Н. Белых. Эту 

форму будем называть нормальной. Рассмотрим эти преобразования. 

Изначально система Лоренца имеет следующий вид: 

{

𝑥̇ = −𝜎(𝑥 − 𝑦)
𝑦̇ = −𝑥𝑧 + 𝑟𝑥 − 𝑦
𝑧̇ = 𝑥𝑦 − 𝑏𝑧

 (1) 

При выборе новых переменных  𝑦1 = 𝜎(𝑦 − 𝑥), 𝑧1 = −𝑏𝑧 + 𝑥𝑦 −
1

𝜎
𝑥𝑦1 система 

приводится к виду: 

{
 
 

 
 

𝑥̇ = 𝑦1

𝑦̇1 = 𝜎 (−𝑥𝑧1 −
𝑥3

2𝜎
+ (𝑟 − 1)𝑥) + (1 + 𝜎)𝑦1

𝑧̇1 = −𝑏𝑧1 + (
2𝜎 − 𝑏

2𝜎
) 𝑥2

 (2) 

Нормируя время и переменные 𝑡 = 𝜔𝑡′,  𝑥 = 𝑚𝑥′,  𝑦1 =
𝑚

𝜔
𝑦2, 𝑧2 = 𝑛𝑧1, где 𝜔 = 

1

√𝜎(𝑟−1)
,  

𝑚 = √2𝜎(𝑟 − 1), 𝑛 =
1

𝑟−1
  и вводя новые параметры 𝜆 =

(1+𝜎)

√𝜎(𝑟−1)
,  𝛼 =

𝑏

√𝜎(𝑟−1)
,  𝛽 =

(2𝜎−𝑏)

√𝜎(𝑟−1)
 

получаем систему в нормальной форме: 

{

𝑥′̇ = 𝑦2

𝑦̇2 = −(𝑥′
2
+ 𝑧2 − 1)𝑥

′ − 𝜆𝑦2
𝑧̇2 = −𝛼𝑧2 + 𝛽𝑥′

2

 (3) 

На рисунке 1 приведены траектории аттрактора Лоренца в системе (1) при 𝜎 = 10, 𝑟 =

28, 𝑏 =
8

3
, выпущенные из окрестности 𝑂(0; 0; 0), а на рисунке 2 изображен тот же 

аттрактор Лоренца, возникающий в системе (3) при тех же значениях параметров,  

пересчитанных в параметры  𝛼 ≈ 0.16,   𝛽 ≈ 1.055,  𝜆 ≈ 0.67.    
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Рисунок 1 – Аттрактор Лоренца в системе 

(1) 

Рисунок 2 – Аттрактор Лоренца в системе 

(3) 

 

Для системы Чена  

{

𝑥̇ = 𝑎(𝑦 − 𝑥)

𝑦̇ = (𝑐 − 𝑎)𝑥 + 𝑐𝑦 − 𝑥𝑧
𝑧̇ = −𝑏𝑧 + 𝑥𝑦

 

(4) 

проведены аналогичные замены. Сначала сделана замена 𝑦1 = 𝑎(𝑦 − 𝑥),  𝑧1 = 𝑧 −
1

2𝑎
𝑦1, 

которая приводит систему (4) к виду: 

{
 
 

 
 

𝑥̇ = 𝑦1

𝑦̇1 = −(𝑎𝑧1 −
𝑥2

2
− 𝑎(2𝑐 − 𝑎))𝑥 − (𝑐 − 𝑎)𝑦1

𝑧̇1 = −𝑏𝑧1 + (
2𝑎 − 𝑏

2𝑎
) 𝑥2

 (5) 

Затем, нормируя  время и переменные по формулам 𝑡 = 𝜔𝑡′,  𝑥 = 𝑚𝑥′,  𝑦1 = 𝑛𝑦2, 𝑧2 =

𝑝𝑧1, где 𝜔 =
1

√𝑎(2𝑐−𝑎)
, 𝑚 = √2𝑎(2𝑐 − 𝑎), 𝑝 = 2𝑐 − 𝑎,    

𝑛 = √2𝑎(2𝑐 − 𝑎)  и вводя параметры нормальной формы в этот раз в виде   𝜆 =
(𝑎 − 𝑐)𝜔,  𝛼 = 𝑏𝜔,  𝛽 = (2𝑎 − 𝑏)𝜔,  приводим систему к виду (3). 

На рисунке 3 приведены траектории аттрактора Чена в системе (4) при 𝑎 = 35, 𝑏 = 3, 
 𝑐 = 28, выпущенные из окрестности 𝑂(0; 0; 0), а на рисунке 4  ̶ аттрактор Чена в 

нормальной форме (3) при пересчитанных параметрах 𝜔 ≈ 0.037,  𝛼 ≈ 0.11,   𝛽 ≈ 2.47,  𝜆 ≈
0.26 . 
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Рисунок 3 – Аттрактор Чена в системе (4) Рисунок 4 – Аттрактор Чена в системе (3) 

 

Условия существования этих двух аттракторов в нормальной форме различны. 

Аттрактор Лоренца существует в области параметров 𝜆 >
𝛼+𝛽

2
 (на рисунках 5,6 отмечены 

красным цветом), а аттрактор Чена возникает при условии 𝛼 + 𝛽 = 2(𝜆 + √𝜆2 + 1) (на 

рисунках 5,6, отмечены зеленым цветом). 

Проведенный качественно-численный анализ показывает, что эти аттракторы имеют 

принципиально разную топологическую структуру. 

Работа выполнена при поддержке Российского научного фонда (проект № 24-21-00420). 
 

 

 

Рисунок 5 – Многообразия параметров в 

сечении 𝛽 = 0, соответствующие 

аттракторам Лоренца (красный) и Чена 

(зеленый) 

Рисунок 6 – Многообразия параметров, 

соответствующие аттракторам Лоренца 

(красный) и Чена (зеленый) 
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