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Аннотация. В данной статье исследуются условия гиперболичности неблуждающих 

множеств многомерного отображения типа Эно-Лози. Основное внимание уделено 

построению инвариантных растягивающих конусов и доказательству гиперболичности 

аттрактора при выполнении определенных условий на параметры системы. В работе 

получены достаточные условия гиперболичности подковы Смейла многомерного 

отображения типа Эно системы 𝐹, и аттрактора в случае многомерного отображения типа 

Лози. 
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Abstract. In this paper, authors study conditions of hyperbolicity for non-wandering sets of a 

multidimensional Henon-Losi map. The main attention is paid to the construction of invariant 

expanding cones and the proof of the hyperbolicity of the attractor under certain conditions on 

the system parameters. In this paper, authors obtain sufficient conditions for the hyperbolicity of 

the Smale horseshoe of a multidimensional Henon-Losi type mapping of the system F, and of the 

attractor in the case of a multidimensional Losi type mapping. 
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Рассматривается отображение вида 

𝐹:

{
 
 

 
 𝑥̅ = 𝑓(𝑥) +∑𝑎𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

,

𝑦̅1 = 𝑏𝑥,
𝑦̅𝑖 = 𝑏𝑦𝑖−1, 𝑖 = 2,… , 𝑛

, (1) 

где 𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 – действительные переменные 

𝑏, 𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛 – параметры. 

Запись (𝑥̅, 𝑦̅1, 𝑦̅2, … , 𝑦̅𝑛) обозначает следующую итерацию переменных 

(𝑥, 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛). 
В двумерном случае (𝑛 = 1) при 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑘𝑥2 отображение 𝐹 есть знаменитое 

отображение Эно [1], а при 𝑓(𝑥) = 1 − 𝑘|𝑥| – отображение Лози [2]. 

Пусть параметры отображения удовлетворяют условиям 

0 < 𝑏 < 1, |𝑎𝑖| < 𝑎 < 1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛, 𝑎𝑛 ≠ 0, 

𝑎∑𝑏𝑖
𝑛

𝑖=1

<
𝑎𝑏

1 − 𝑏
≜ 𝐴 < 1. 

(2) 

Заметим, что отображение 𝐹 (1) имеет обратное отображение 𝐹−1, которое можно 

выписать в явном виде 

𝐹−1 : 

{
 
 

 
 

𝑥 = 𝑏−1𝑦̅1,

𝑦𝑖 = 𝑏−1𝑦̅𝑖+1, 𝑖 = 1,2, … , 𝑛 − 1

𝑦𝑛 = 𝑎𝑛
−1 [𝑥 + 𝑓(𝑏−1𝑦̅1) − 𝑏

−1∑𝑎𝑖𝑦̅𝑖+1

𝑛−1

𝑖=1

]

 

 

Обозначим области в ℝ𝑛+1:  
𝐷𝛽 = {𝑥, 𝑌 | |𝑥| ≤ 𝛽, ‖𝑌‖ < 𝐵𝛽}, 

𝐷 = {𝑥, 𝑌 | |𝑥| ≤ ℝ1, ‖𝑌‖ < 𝐵𝛽}, 

𝐵 =
𝑏

1 − 𝑏
, 

(3) 

где 𝛽 – это произвольный параметр, и ‖𝑌‖ = ∑ |𝑦𝑖|
𝑛
𝑖=1 .  

Справедлива следующая 

Лемма 1. Образ области 𝐷𝛽 лежит в 𝐷, и он определяется следующими условиями: 

𝑓− (
𝑦1
𝑏
) ≤ 𝑥 ≤ 𝑓+ (

𝑦1
𝑏
), 

|𝑦1| ≤ 𝑏𝐵, ‖𝑌‖ < 𝐵𝛽, 
(4) 

где 𝑓−(𝑥) и 𝑓+(𝑥) – это вспомогательные одномерные отображения вида 

𝑥̅ = 𝑓(𝑥) + 𝛾 ≜ 𝑓+(𝑥), 
𝑥̅ = 𝑓(𝑥) − 𝛾 ≜ 𝑓−(𝑥). 

 

В работе доказана 

Теорема 1. Пусть параметр 𝛽 выбран так, что функция 𝑓(𝑥) удовлетворяет 

неравенствам 
|𝑥| ≤ 𝛽, |𝑓(𝑥)| < 𝛽 − 𝛾 = (1 − 𝐴)𝛽. (5) 

Тогда отображение (1) имеет аттрактор 𝒜 ⊂ 𝐷𝛽. 

Как известно, теория гиперболичности основана на построении инвариантных конусов 

[3-5], определенных в точках области 𝐺 фазового пространства, содержащей инвариантный 

набор орбит 𝐼 ⊂ 𝐺.  

Линеаризация отображения дает матрицу Якоби вида 𝐹|𝐼  
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𝐿(𝑥) = [
𝑓𝑥
′ 𝒂𝑇

𝒃 𝑄
], 

 

которая определяет уравнения в вариациях 𝑉̅ = 𝐿(𝑥)𝑉 

{
𝑢̅ = 𝑓′(𝑥)𝑢 + 𝒂𝑇𝑣,
𝑣̅ = 𝒃𝑢 + 𝑄𝑣,

 
(6) 

где 𝑉 = (
𝑢
𝑣
) , 𝑢 ∈ ℝ1, 𝑣 ∈ ℝ𝑛 – это вектор размерности (𝑛 + 1), содержащий локальные 

координаты вдоль инвариантного набора орбит 𝐼. Пусть 𝑥̅ = 𝑓(𝑥) – кусочно-гладкая 

функция, удовлетворяющая условию 
|𝑓′(𝑥)| > 𝑑 > 1. (7) 

Определение 1. Пудем говорить, что конус 

𝐾𝑢 = {𝑉 | (
1
𝑣
) 𝑡, 𝑡 ∈ ℝ1, ‖𝑣‖ < 𝑅} (8) 

инвариантный, если 𝐿𝑉 ∈ 𝑉 для 𝑉 ∈ 𝐾𝑢, и растягивающий, если существует такое значение 

𝑞 > 1, что 
‖𝐿𝑉‖𝑒 > 𝑞‖𝑉‖𝑒 , 𝑉 ∈ 𝐾𝑢, (9) 

где ‖∙‖𝑒 – L2-норма. 

Лемма 2. Пусть значения параметров 𝑑 и 𝑅 из (8) и (9) удовлетворяют неравенству 

𝑏 +
𝑏 + 𝑎𝑅2

𝑅
< 𝑑. (10) 

Тогда конус 𝐾𝑢 (8) инвариантен. 

Справедлива следующая 

Лемма 3. Пусть отображение (6) имеет инвариантный конус (8), и пусть значения 

параметров 𝑑 и 𝑅 удовлетворяют неравенству 

𝑎𝑅 + √1 + 𝑅2 < 𝑑. (11) 

Тогда отображение (1) является растягивающим так, что значение параметра 𝑞 из 

неравенства (9) можно найти по формуле 

𝑞 = (1 + 𝑏2
∑ 𝑣𝑖

2𝑛−1
𝑖=1

∑ 𝑣𝑖
2𝑛

𝑖=1

)

1
2

. (12) 

Из Леммы 2 и Леммы 3 мы получаем, что выполняется следующая 

Теорема 2. Существует единственное значение 𝑅𝑐 ∈ (𝑏,
𝑏

1−𝑏
) такое, что для 

𝑑 > {
𝑑𝑖𝑛𝑣(𝑅) ≜ 𝑏 +

𝑏 + 𝑎𝑅2

𝑅
, 0 < 𝑅 < 𝑅𝑐

𝑑ℎ𝑦𝑝(𝑅) ≜ 𝑎𝑅 + √1 + 𝑅2, 𝑅 ≥ 𝑅𝑐

 

 

отображение (6) имеет инвариантный растягивающий конус 𝐾𝑢, и отображение 

является гиперболичным. 

Таким образом, в работе получены достаточные условия гиперболичности подковы 

Смейла многомерного отображения типа Эно системы 𝐹, и аттрактора в случае 

многомерного отображения типа Лози. 

 

Работа выполнена при поддержке РНФ (проект № 24-21-00420). 
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