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Аннотация. В работе показано, что системы Лоренца и Чена приводятся к одной и той же 

универсальной нормальной форме при разных значениях параметров. Доказано 

существование бесконечного множества бифуркаций вращающихся гомоклинических орбит. 

Установлено, что в оригинальной системе Лоренца эти орбиты не вращаются вокруг оси 

симметрии, а в оригинальной системе Чена совершают несколько вращений вокруг этой оси. 

Таким образом, топологические структуры траекторий в фазовом пространстве этих двух 

систем имеют принципиальные различия.  
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Abstract. The paper demonstrates that the Lorenz and Chen systems are reduced to the same 

universal normal form for different parameter regions. The existence of an infinite number of 

bifurcations of rotating homoclinic orbits is proven. It is established that in the original Lorenz 

system, these orbits do not rotate around the axis of symmetry, while in the original Chen system, 

they perform multiple rotations around this axis. Thus, the topological structures of trajectories in 

the phase space of these two systems are fundamentally different. 
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В рамках теории динамических систем важнейшую роль играет такое понятие, как 

аттрактор. Речь идёт о компактном подмножестве фазового пространства, к которому с 

течением времени (при t → ∞) притягиваются траектории из некоторой окрестности. 

Существует много разновидностей аттракторов, но наиболее подробно исследованы те из 

них, которые возникают в динамических системах третьего порядка. Классическими 

примерами здесь служат системы Лоренца и Чена, опубликованные в 1963 [1] и 1999 [2] 

соответственно. Система Лоренца является упрощённой моделью конвективных движений 

в атмосфере, ее три параметра имеют физический смысл и потому считаются 

положительными. Система Чена имеет отношение к управляемым системам. Позднее 

появилось много других систем с хаотическими аттракторами, среди которых близкими к 

системам Лоренца и Чена являются системы Лу и Тигана [3-4]. 

В 2013 году вышла скандальная статья группы испанских исследователей [5], в которой 

было проведено неадекватное сравнение перечисленных систем.  В частности, 

утверждалось, что система Чена является частным случаем системы Лоренца с 

отрицательными значениями параметров. Г. Чен опубликовал ответный комментарий [6], 

где подчеркнул, что выводы, сделанные Антонио Алгабой и его коллегами, являются 

спорными и недостаточно обоснованными. 

Целью данной работы является сравнительное изучение этих систем. Было получено, 

что с помощью некоторых преобразования координат и параметров эти системы 

преобразуются к единому виду, описанному ещё в 1984 году В.Н. Белых [7]. Эту форму в 

дальнейшем мы называем универсальной нормальной формой (УНФ). Приведем указанные 

преобразования, для чего рассмотрим рассмотрим обобщенную систему Лоренца [4]: 

 

{

𝑥̇ = −𝑎(𝑥 − 𝑦),          

𝑦̇ = (𝑟 − 𝑧)𝑥 − 𝑞𝑦,   
𝑧̇ = −𝑏𝑧 + 𝑥𝑦.            

                                                  (1) 

 

Для которой получены условия на параметры, при которых реализуются каждая из 

четырех систем, указанных в таблице: 

 
Таблица 1. Условия на параметры для обобщенной системы 

Система Условия на параметры 

Лоренц 𝑟 > 0,  𝑞 = 1 

Чен 𝑟 = 𝑐 − 𝑎,  𝑞 = −𝑐,  𝑐 > 0 

Лу 𝑟 = 0,  𝑞 = −𝑐,  𝑐 > 0 

Тиган 𝑟 = 𝑐 − 𝑎,  𝑞 = 0 

 

Указанные преобразования координат есть взаимно-однозначное отображение 
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𝑉: (𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑡) → [
𝜔

√2
𝑥,

𝜔2𝑎

√2
(𝑦 − 𝑥), 𝜔2 (𝑎𝑧 −

𝑥2

2
) ,   

𝑡

𝜔
],                       (2) 

 

где 𝜔−2 = 𝑎(𝑟 − 𝑞) > 0.  Преобразование параметров задается отображением  𝑃: (𝑎, 𝑏, 𝑐) →
(𝜆, 𝛼, 𝛽), 𝑞 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, имеющим вид  𝜆 = (𝑞 + 𝑎)𝜔,   𝛼 = 𝑏𝜔,   𝛽 = (2𝑎 − 𝑏)𝜔,   𝑟 > 𝑞 > −𝑎.   

В результате универсальная нормальная форма имеет вид   

 

{

𝑥̇ = 𝑦

𝑦̇ = −(𝑥2 + 𝑧 − 1)𝑥 − 𝜆𝑦

𝑧̇ = −𝛼𝑧 + 𝛽𝑥2

                                             (3) 

 

Введем в полученной системе (3) характеристический параметр 𝐴 =
𝛼+𝛽

2
, с помощью 

которого плоскость параметров (𝐴, 𝜆) разбивается на области, соответствующие 

рассматриваемым системам (см. рис. 1). 

 

 

 

Рисунок 1 – Плоскость параметров 𝐴 и 𝜆 для 

УНФ  

Рисунок 2 – Качественный вид линий 

пересечения 𝑙±
𝑠 =  𝑊𝑠⋂𝑆 

 

На этом рисунке белая область соответствует системе Лоренца (𝜆 > 𝐴) , серо-голубая – 

системе Чена (𝜆 < 𝐴), линии определяют системы Лу (𝜆 =
𝐴2−1

𝐴
< 𝐴)  и Тиган  (𝜆 = 𝐴). 

Черная точка с координатами (A = 0,608, λ = 0,669) соответствует исходному аттрактору 

Лоренца. Красная точка с координатами (A = 1,29, λ = 0,26) соответствует исходному 

аттрактору Чена. 

УНФ имеет три состояния равновесия: 𝑂(0,  0,  0) и 𝐸± (√
𝛼

𝛼+𝛽
, 0,

𝛽

𝛼+𝛽
). Причем для седла 

𝑂 получаем 𝑒1,2 = −
𝜆

2
± √

𝜆2

4
+ 1, 𝑒3 = −𝛼 < 0,  таким образом седло имеет одномерное 

неустойчивое многообразие  𝑊𝑢 и двумерное устойчивое многообразие 𝑊𝑠.   Система (3) 

имеет глобальную секущую Пуанкаре 𝑆 = 𝑆−⋃𝑆+,   𝑆+(−) = {𝑥 > 0 (𝑥 < 0), 𝑦 = 0, 𝑧 > 0}, 

на которой траектории системы (3) реализуют отображение последования. Неустойчивое 

одномерное многообразие 𝑊𝑢 проходит через область 
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𝑔𝑢 = {0 ≤ 𝑦 < √𝑥2 −
𝑥4

4
,

𝛽

𝛼+2
𝑥2 < 𝑧 <

𝛽

𝛼
𝑥2}                                 (4) 

 

и пересекает секущую  𝑆+ в точке 𝑝𝑢(𝑥𝑢, 𝑧𝑢) = 𝑊𝑢 ∩ 𝑆+(см. рис. 2). Устойчивое двумерное 

многообразие 𝑊𝑠 вращается вокруг инвариантной прямой 𝐼 = {𝑥 =  𝑦 =  0,  𝑧 ≥  0}, 

причем оно вращается быстрее, чем касательное многообразие 𝑊𝑡
𝑠 = {𝑦 = − (

𝜆

2
+

𝜂𝑠(𝑡)) 𝑥,  𝑧 ≥ 0},  где 𝜂𝑠 − решение уравнения Риккати 

 

{
𝜂̇ = 𝑎(𝑡) + 𝜂𝑠,

𝑎(𝑡) = 𝑧0𝑒−𝛼𝑡 − 1 −
𝜆2

4
.
                                                     (5) 

 

Получено, что первым пересечением 𝑊𝑠 ∩ 𝑆  является последовательность кривые вида 

(см. рис. 2): 

 

𝑙±
𝑠 = {𝑥 = ±𝑥𝑠(𝑧),    𝑧 ∈ (0, 𝑧∗),  𝑦 = 0}                                  (6) 

 

Бифуркации гомоклинических орбит происходят при значениях параметров, 

определенных условием  𝑝𝑢 ∈ 𝑙−
𝑠 ∪ 𝑙+

𝑠 , соответствующим   попаданию неустойчивого 

многообразия 𝑊𝑢 на устойчивое многообразие 𝑊𝑠, при котором и образуется 

гомоклиническая орбита. 

В статье [8] были доказаны следующие теоремы: 

Теорема 1. В области положительных параметров (𝛼, 𝛽) существует бифуркационная 

поверхность 𝜆 = 𝜆0(𝛼, 𝛽), удовлетворяющая условиям 

 

𝜆0(0,0) = 0,   𝜆0(𝛼, 𝛽)  > 0 

 

и соответствующая существованию двух симметричных гомоклинических орбит, 

попадающих в седло 𝑂  без вращения вокруг инвариантной прямой  𝐼 системы (3) в области 

 

0 < 𝑧 < 𝑧1. 
 

Теорема 2. В области положительных параметров 𝜆, 𝛽 существует бесконечное 

множество бифуркационных поверхностей 𝛼 = 𝛼𝑘(𝜆, 𝛽),  𝑘 = 1,2, … ,соответствующих 

существованию двух симметричных вращающихся гомоклинических орбит 

седла 𝑂 системы (3). При 𝑘 = 2𝑚 (𝑚 = 1,2, …) орбита делает 𝑚 оборотов вокруг прямой 𝐼, 

а при 𝑘 = 2𝑚 + 1 (𝑚 = 0,1, …) - 𝑚 с половиной оборотов. 

В результате этих бифуркаций в системе (3) рождается нетривиальное хаотическое 

множество траекторий.  Стандартным является бифуркационный переход: 

гомоклиническая орбита → Канторово множество нетривиальных траекторий → странный 

аттрактор. Этот переход рассматривается нами, как общий сценарий рождения хаотических 

аттракторов с различной топологической структурой. 
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